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Sur la dimension de l'ensemble des points base du
bré déterminant sur SUC(r)
SCHNEIDER Olivier
∗
Résumé
1 Introdution
Soit C une ourbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Soit J la Jaobienne de C. Soit N un
bré ample sur J . Dans [R℄, M.Raynaud onstruit à partir de N , un bré FN sur J
dont la restrition à C, notée EN , est un bré semi-stable. On étudiera dans un premier
temps quelques propriétés de FN pour en déduire notament la stabilité de EN .
Soit SUC(r) l'espae des modules des brés vetoriels semi-stables sur C, de rang r et
de déterminant trivial. On rappelle qu'un bré E de SUC(r) est un point base du bré
déterminant si pour tout bré en droites L de degré g−1,H0(C,E⊗L) 6= 0 (voir [Be2℄).
Soit UC(r, µ) l'espae des modules des brés vetoriels semi-stables sur C, de rang r et
de pente µ. Pour tout µ ∈ Z, UC(r, µ) est, à un reouvrement étale ni près, le produit
de SUC(r) par J . De e fait, on détermine ii des points bases du bré déterminant en
onstruisant des brés E de UC(r, g − 1) tels que pour tout bré en droites L de degré
0,
h0(C,E ⊗ L) ≥ 1. (R)
Pour ela, on étudie le as N = OJ (nΘ), n ≥ 2, ave Θ un diviseur de la polarisation
prinipale sur J . On notera dans e as Fn et En les brés assoiés respetivement sur
J et C. Le hoix de N n'étant pas anonique, les propriétés démontrées par la suite
sur e bré seront les vériées par tout autre bré En ⊗ L, où L est un bré en droites
de degré 0 sur C. On dira que es brés sont de "type En". On démontre ii dans la
deuxième partie le résultat suivant :
Proposition 1.1 Soit n ≥ 2 et k ≥ 1. Le sous-espae W de UC(kn
g, g − 1) des brés
stables ontenant un bré de type En est de odimension kgn
2g−1 + 1− g.
∗
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Dans [R℄, Raynaud démontre que En est un bré stable de rang n
g
, de pente g/n, tel
que pour tout bré L de degré 0,
h0(C,En ⊗ L) ≥ 1.
De e fait, pour tout r ≥ ng, tous les brés de UC(r, g − 1) ontenant des brés de type
En ne vérient pas (R) dès que n ≥ 2. Le résultat de la Proposition 1.1 nous donne alors
pour r = kng, ave k un entier supérieur ou égal à 1, une minoration de la odimension
du lieu de base du diviseur thêta de l'ordre de
1
kn
dim(SUC(r)).
2 Propriétés du bré FN .
Soit C une ourbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Soit J la Jaobienne de C. On identie
anoniquement J à sa variété abélienne duale grâe à la polarisation prinipale sur J .
On note P le bré de Poinaré sur J ×J , trivial sur J ×{0} et sur {0}×J . Soient p1
et p2 : J × J −→ J les deux projetions. Soit D(J ) la atégorie dérivée assoiée aux
faiseaux ohérents sur J et [g] la translation de g degrés vers la gauhe dans D(J ).
Dans [Mu℄, Mukai dénit la transformée de Fourier-Mukai omme l'appliation
F : D(J ) −→ D(J )
M 7−→ Rp2,∗ (p
∗
1M ⊗P) .
Soit N un faiseau ample sur J , on note
FN := F(N
−1) [g] ,
ou FD si N = OJ (D). Soit ΦN : J −→ J l'isogénie qui à x ∈ J assoie T
∗
xN ⊗N
−1
, où
Tx est la translation par x dans J . On note H(N) le noyau de ΦN . Soit l := h
0(J , N),
H(N) est un sous groupe de J d'ordre l2. On peut dénir sur H(N) une forme bilinéaire
non dégénérée à valeurs dans C∗ (voir [M℄). Il existe alors deux sous groupes d'ordre
l K et K
′
, totalement isotropes pour ette forme et tels que H(N) = K ⊗ K
′
. Soit
J
′
:= J /K
′
, 'est une variété abélienne prinipalement polarisée dont on note L′ le
bré en droites assoié à une polarisation prinipale. On a une fatorisation anonique
(voir [M℄)
J
′
τ
  @
@@
@@
@@
J
φN //
>>~~~~~~~
J
et le résultat suivant :
Proposition 2.1 1. FN est un bré vetoriel sur J de rang l.
2. FN ∼= τ∗L
′
2
3. Φ∗NFN = N ⊗H
0(J , N)∗ omme H(N)-brés.
Démonstration : Mukai prouve les deux premiers points dans [Mu℄ (p.162). Il établit
aussi l'isomorphisme suivant
Φ∗NFN
∼= N ⊗ V (†),
où V est un espae vetoriel de dimension l. On rappelle maintenant quelques
résultats dus à Mumford (voir [M℄, p.288297) : Soit G(N) l'ensemble des paires
(x, ϕ), où x est un élément de H(N) et ϕ est un isomorphisme entre N et T ∗xN .
G(N) est un groupe et on a la suite exate suivante
0 −→ C∗ −→ G(N) −→ H(N) −→ 0.
Mumford établit que toute représentation irredutible de G(N) sur laquelle C∗ agit
par homothéties, est isomorphe à
⊕
rH
0(J , N) pour un entier r. Du fait de l'iso-
morphisme (†), V = H0(C,Φ∗FN ⊗N
−1) et omme H(N) agit sur H0(J ,Φ∗NFN),
V est une représentation irrédutible de G(N) sur laquelle C agit par multipli-
ation par l'inverse. V ∗ est don une représentation de G(N) sur laquelle C agit
naturellement ; pour des raisons de dimension, V ∗ est isomorphe à H0(J , N), d'où
l'égalité de H(N)-brés :
Φ∗NFN = N ⊗H
0(J , N)∗.

Soit EN := FN |C .
Corollaire 2.2 EN est stable.
Démonstration : Soit C
′′
:= Φ−1C. Soit F un sous bré de EN . Alors
Φ∗G =M ⊗W,
ave M un sous bré de N|C′′ et W un sous-espae vetoriel de H
0(J , N)∗. Cei
impose µ(F ) ≤ µ(EN). Suppossons maintenant que F est un sous bré strit de
EN tel que µ(F ) = µ(EN), alors
Φ∗NF = N|C′′ ⊗W,
ave W un sous-espae vetoriel strit de H0(J , N)∗ stable sous l'ation de G(N).
Mais ei est en ontradition ave le fait que H0(J , N)∗ est une représentation
irrédutible de G(N). 
Soit maintenant OJ (θ), le bré assoié à une polarisation prinipale sur J . Pour tout
x dans J on note Mx := ΦOJ (θ)(x).
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Proposition 2.3 1. Φ∗N(
⊕
x∈H(N)Mx) = H
0(J , N)⊗H0(J , N)∗⊗OJ ommeH(N)-
bré.
2. Si N est engendré par ses setions globales, on a
⊕
x∈H(N)
Mx −→ FN −→ 0.
Démonstration :
1. Comme H(N) est un groupe ommutatif, on a la déomposition suivante
(voir [S℄) :
H0(J , N)⊗H0(J , N)∗ =
⊕
χ∈Hom(H(N),C∗)
Vχ,
où les Vχ sont des C-espaes vetoriels de dimension 1 tels que :
∀x ∈ H(N), ∀s ∈ Vχ, x.s = χ(x)s.
De plus, pour tout x dans H(N), Φ∗N(Mx) est un bré trivial de rang 1 stable
sous l'ation de H(N), don
Φ∗N (Mx) = Vχx ⊗OJ ,
où χx est donné par l'isomorphisme anonique H(N)−˜→Hom(H(N),C
∗). De
e fait,
Φ∗N (
⊕
x∈H(N)
Lx) = H
0(J , N)⊗H0(J , N)∗ ⊗OJ .
2. L'appliation
H0(J , N)⊗OJ −→ N
est surjetive. Il en est don de même pour
H0(J , N)⊗H0(J , N)∗ ⊗OJ −→ N ⊗H
0(J , N)∗.
D'après e qui préède, on obtient don
⊕
x∈H(N)
Mx −→ FN −→ 0.

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3 Démonstration de le Proposition 1.1
Dans tout e qui suit, N := OJ (nΘ), où Θ est un diviseur assoié à une polarisation
prinipale. On note alors Fn et En les brés assoiés. On dira qu'un bré est de "type En"
s'il s'érit En ⊗ L, ave L un bré en droites de degré 0 sur C. Le hoix de N n'étant
pas anonique, es brés vérient les mêmes propriétés que En. Donnons maintenant
quelques résultats utiles à la démonstration de la Proposition 1.1.
Proposition 3.1 (A.Beauville) Soit C une ourbe lisse de genre g ≥ 2 sur C et C
′
une autre ourbe lisse sur C. Soit pi : C
′
−→ C un revêtement galoisien de groupe de
Galois G. Pour M un bré vetoriel stable sur C
′
, on a :
1. pi∗M est semi-stable.
2. Si ∀g ∈ G, g∗M ≇M , alors pi∗M est stable sur C.
Ce résultat n'étant pas pas publié nous en donnons ii une démonstration :
Démonstration : Remarquons tout d'abord que pour tout faiseau ohérent M sur
C
′
, on a l'isomorphisme anonique suivant :
pi∗pi∗M ∼= ⊕g∈Gg
∗M.
Soit M un bré vetoriel stable sur C
′
, omme l'ation de G onserve la pente et
la stabilité pi∗pi∗M est somme direte de brés stables de même pente.
1. Supposons que pi∗M ontienne un sous bré F de pente stritement supérieure
à la pente de pi∗M . pi
∗F est alors un sous bré de pi∗pi∗M de pente stritement
supérieure à la pente de pi∗pi∗M , e qui n'est pas possible.
2. Supposons maintenant que ∀g ∈ G, g∗M ≇ M et que pi∗M ontienne un sous
bré non trivial F tel que µ(F ) = µ(pi∗M) = µ. Alors pi
∗F est un sous bré
de ⊕g∈Gg
∗M de pente deg(pi)µ. Comme les brés g∗M sont stables et non
isomorphes deux à deux, F = ⊕g∈G′g
∗M , ave G
′
un sous ensemble de G.
Cependant, omme pi∗F est G− invariant ela impose G
′
= G et F = pi∗M ,
e qui prouve la stabilité de pi∗M .

Corollaire 3.2 Soit M un bré vetoriel sur C
′
. Pour M générique, pi∗M est stable.
Démonstration : remarquons tout d'abord que pour montrer le résultat pour un bré
vetoriel générique de rang r, il sut de le montrer pour un seul bré vetoriel de
rang r. Pour ela, on prend omme bré l'image direte d'un bré en droites par
un morphisme étale de degré r sur C
′
. Cela nous amène à traiter uniquement le
as des brés en droites.
D'après la Proposition préédente, il faut don prouver que pour L générique,
∀g ∈ G, g∗L ≇ L.
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Soit g ∈ G et Z la sous variété de Pic(C
′
) stable par < g >. Soit
τ : C
′
−→ C
′
/ < g >,
alors Z doit don être ontenue dans τ ∗Pic(C
′
/ < g >).Mais omme par la formule
de Riemann-Hurwitz, le genre de C
′
/ < g > est stritement inférieur au genre de
C
′
,
dim(Z) ≤ dim(τ ∗Pic(C
′
/ < g >)) < g
′
= dim(Pic(C
′
).
De e fait pour L susament général, L ne peut être xé par un élément de < g >.

Lemme 3.3 (A.Beauville) Soit C une ourbe lisse de genre g ≥ 2 sur C. Soient L un
faiseau ohérent et M un bré vetoriel sur C tels que h0(C,L) ≤ h1(C,M). Pour c
générique dans Ext1OC (L,M), l'appliation multipliation par c
H0(C,L) −→ H1(C,M),
est injetive.
Démonstration : Comme par dualitéH1(C,M) ∼= H0(C, ωC⊗M
∗)∗ et que Ext1OC (L,M)
∼=
H0(C, ωC ⊗ L⊗M
∗)∗, Il revient au même de démontrer que
H0(C,L)⊗H0(C, ωC ⊗M
∗)
ϕ
// H0(C, ωC ⊗ L⊗M
∗)
c // C
est séparante à gauhe pour c générique.
Soient A, B et V des espaes vetoriels de dimensions respetives a, b, n tels que
a ≤ b. Soit
ϕ : A× B −→ V,
une appliation bilinéaire intègre et c : V −→ C générique. Démontrons que c ◦ ϕ
est séparante à gauhe. Pour ela, on montre qu'un hyperplan générique de V ne
ontient auun des b−plans ϕ(a, b). Ces b−plans sont paramétrés par une sous-
variété G d'une Grassmanienne de dimension inférieure à a−1. Notons P˘ l'espae
projetif des hyperplans de V : Soit
Z := {(L,H) ∈ G× P˘ | L ⊂ H}.
Z est un bré sur G de bre en L, l'espae projetif des hyperplans de V ontenant
L, de dimension n− b− 1 ; de e fait,
dimZ ≤ (a− 1) + (n− b− 1) = n− 2− (b− a) < dim P˘ .

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Proposition 3.4 Soit n ≥ 2. Soit 0 // En
i // F // G // 0 une extension
générique de pente g − 1 de En par un faiseau ohérent G sur C. Alors i est l'unique
injetion de En (à automorphismes de En près) dans F dans les deux as suivants :
1. G bré vetoriel sur C, générique
2. G = ⊕p∈PCp, où Cp est le faiseau onentré en p et P est un ensemble de points
de C.
Démonstration : Pour tout x dans Jn := Ker(Φnθ), on note Lx := Mx|C. On a dans
les deux as évoqués dans la Proposition, pour tout x dans Jn,
h1(C,G⊗ L−1x ) = 0.
Mais omme pour tout bré en droites L de degré 0,
χ(G⊗ L) = −χ(En ⊗ L) > 0,
ei implique
h0(C,G⊗ L−1x ) ≤ h
1(C,En ⊗ L
−1
x ).
Par génériité de l'extension F dans Ext1OC (G,En)
∼= H0(C, ωC ⊗ (En ⊗ L
−1
x )
∗ ⊗
(G⊗ L−1x ))
∗
, on peut don appliquer le Lemme 3.3 pour obtenir que pour tout x
dans Jn, l'appliation
H0(C,G⊗ L−1x ) −→ H
1(C,En ⊗ L
−1
x )
est injetive. De e fait, en érivant la suite exate longue d'homologie, on obtient
que
H0(C,En ⊗ L
−1
x )
∼= H0(C, F ⊗ L−1x ).
En onséquene, le diagramme suivant est ommutatif :
⊕
x∈Jn
Hom(Lx, En)⊗ Lx
ψ
//
≀

En _
i
⊕
x∈Jn
Hom(Lx, F )⊗ Lx
ϕ
// F.
Mais omme pour n ≥ 2, OJ (nθ) est engendré par ses setions globales, on a par
la Proposition 2.3, ⊕
x∈Jn
Mx −→ Fn −→ 0.
De e fait, ψ est surjetive et l'image de i est égale à Im(ϕ). 
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Démonstration de la Proposition 1.1 : Considérons une suite exate
0 // En // F // G // 0 ,
pour les deux as suivants :
1. G = ⊕p∈PCp, Cp étant le faiseau onentré en p et P un ensemble de points
de C de ardinal (g − 1)ng − gng−1.
2. G bré stable de degré k(g − 1)ng − gng−1 et de rang (k − 1)ng ave k ≥ 2.
Cela impose µ(F ) = g−1. Démontrons que les brés ainsi onstruits sont générique-
ment stables. Pour ela, on onsidère pi : C
′
−→ C la restrition de τ : J
′
−→ J
à C
′
:= τ−1C et K := Ker(pi). D'après la Proposition 1, En = pi∗L
′
, où L
′
est
la restrition à C
′
d'un bré assoié à une polarisation prinipale de J
′
. On va
maintenant démontrer dans les deux as, l'existene d'un bré stable F , image
direte par pi d'une extension de L
′
:
1. Si k = 1, onsidérons le bré en droites F
′
:= L
′
(
∑
p∈P p), où P est un
ensemble de points de C
′
de ardinal (g − 1)ng − gng−1. Alors où bien pour
tout σ ∈ K, σ∗F
′
≇ F
′
et alors F
′
vérie les onditions de la Proposition 3.1
et de e fait F := pi∗F
′
est stable. Où bien il existe σ ∈ K tel que σ∗F
′ ∼= F
′
.
Dans e as, soit q1 ∈ P, alors il existe q2 ∈ C
′
−P tel que pour tout σ ∈ K,
σ∗L
′
(
∑
p∈P
p)⊗ L
′
(
∑
p∈P
p)−1 ≇ OC′ (q1 − σ(q1) + σ(q2)− q2).
De e fait, pour tout σ ∈ K, σ∗L
′
(q2 − q1 +
∑
p∈P p) ≇ L
′
(q2 − q1 +
∑
p∈P p)
et don par la Proposition 3.1 son image direte par pi sera stable.
2. Considérons maintenant un bré F
′
extension de L
′
par un bré vetoriel
G
′
. det(F
′
) = L
′
⊗ det(G
′
), don pour G
′
générique, pour tout σ ∈ K,
σ∗ det(F
′
) ≇ det(F
′
). Cette propriété est aussi vériée par F
′
et par la Propo-
sition 3.1 ei implique que dans e as pi∗F
′
est stable.
Eetuons maintenant le déompte des dimensions : par la Proposition 3.4, il
sut d'ajouter la dimension de l'espae des brés de type En, 'est à dire g,
à la dimension de l'espae dans lesquel on hoisit G plus dim(Ext1OC(G,En)) −
dim(Aut(G)) :
1. Si G = ⊕p∈PCp, Cp, alors
dim(Ext1OC (⊕p∈PCp, En)) = rg(En)
(
(g − 1)ng − gng−1
)
= ng
(
(g − 1)ng − gng−1
)
.
Comme dim(Aut(G)) = Card(P) et que la dimension de l'espae dans lequel
on hoisit le bré G est aussi Card(P), on a :
dim(W ) = g + ng
(
(g − 1)ng − gng−1
)
.
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2. Si k ≥ 2, dim(Ext1OC (G,En)) = h
1(C,G∗ ⊗ En). Or pour G générique et
stable de pente supérieure à la pente de En, on a h
0(C,G∗⊗Enθ) = 0. De e
fait, on obtient par Riemann-Roh,
h1(C,G∗ ⊗ En) = rg(En)deg(G)− deg(En)rg(G) + rg(En)rg(G)(g − 1)
= ng(k(g − 1)ng − gng−1)− (k − 1)nggng−1 + ng(k − 1)ng(g − 1)
= ((kng)2(g − 1) + 1)− (((k − 1)ng)2(g − 1) + 1)− gkn2g−1.
et ommeG est générique dans Us((k−1)n
g, 1
k−1
(g−1− g
n
)), dim(Aut(G)) = 1
et don
dim(W ) = g + (kng)2(g − 1)−
(
gkn2g−1
)
.

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